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分层超立方网络的可靠性评估 
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摘  要：针对目前关于分层超立方网络的可靠性研究不够系统，严重制约了其应用和推广的问题，以分层超立方

网络为研究对象，在得到分层超立方网络相关拓扑性质的基础上，通过理论推导得到了 n 维分层超立方（HHCn）

在 PMC 模型和 MM*模型下的 h−额外条件诊断度和 t/s−诊断度。此外，设计了 HHCn 在 PMC 模型和 MM*模型下

的 t/s−诊断算法，并分析了其时间复杂度。研究结果表明，HHCn 的 h−额外条件诊断度是其传统诊断度的约 h+1 倍，

t/s−诊断度是其传统诊断度约 s+1 倍。该结果进一步完善了分层超立方网络的可靠性指标，为其应用和推广提供了

重要的理论依据。 
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Abstract: Aiming at the problem that the reliability research on hierarchical hypercube networks was not yet systematic, 
which severely restricted its application and popularization, the hierarchical hypercube network was taken as studying 
object, on the basis of obtaining the relevant topological properties of the hierarchical hypercube network, the h-extra 
conditional diagnosability and t/s-diagnosability of the n-dimension hierarchical hypercube (HHCn) network under the 
PMC model and MM* model were obtained by theoretical deduction. In addition, the t/s-diagnosis algorithm 
of HHCn under the PMC model and MM* model was designed and its time complexity was analyzed. The research re-
sults show that the h-extra conditional diagnosability of HHCn is about h+1 times of its traditional diagnosability, and the 
t/s-diagnosability of HHCn is about s+1 times of its traditional diagnosability. Those results improve the reliability index 

of the hierarchical hypercube network and provide an important theoretical basis for its application and popularization. 
Keywords: h-extra conditional diagnosability, t/s-diagnosability, t/s-diagnosis algorithm, hierarchical hypercube network, 
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1  引言 

随着多处理器系统规模不断扩大，处理器发生

故障的情形不可避免。为了确保系统的稳定运行，

需要对处理器进行测试和诊断，从而修复或更换有

故障的处理器，以提高系统的可靠性。 
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故障诊断是评估系统可靠性和可用性的关键

研究。系统中识别故障处理器的过程称为系统级诊

断[1]。最早的系统级诊断模型由 Preparata、Metze
和 Chien[1]提出，称为 PMC 模型。PMC 模型通过相

邻 2 个处理器互相测试来进行诊断。Maeng 和

Malek[2]提出了基于比较的 MM 模型，该模型是通

过一个处理器把任务发送到与它相邻的 2 个处理

器，然后比较它们的测试结果来进行诊断。随后，

Sengupta 等[3]提出了 MM*模型，该模型是 MM 模

型的一种特殊情况，在该模型下，每个处理器均对

与它有直接物理相连的任意 2 个不同处理器的测试

结果进行比较。在系统级诊断中，如果系统可以检

测出不超过 t 个故障处理器，则称该系统为 t−可诊

断的。在 t−诊断系统中可以实现的 t 的最大值称为

诊断度[1]。由于系统的最小度的限制，传统的诊断度

很小。为进一步提高系统的诊断能力，Zhang 等[4]

提出了一种新的度量方法，称为 h−额外条件诊断

度，并研究了超立方网络的 h−额外条件诊断度。图

G 的 h−额外条件诊断度（用 ( )ht G� 表示）是指在满足

G 中每个无故障分支至少包含 1h + 个顶点的条件

下，G 可以保证识别的最大故障顶点数目。Lin 等[5]

研究了一些正则网络在 PMC 模型下的 h−额外条件

诊断度（h=1 或 2）。Huang 等[6]分析了交错群图在

PMC 模型下的 h−额外条件诊断度。Liu 等[7]研究了

分层立方网络在 PMC 模型和 MM*模型下的 h−额
外条件诊断度。LYU 等[8]确定了一般正则网络在

PMC模型和MM*模型下的h−额外条件诊断度（h=1
或 2）。Sun 等[9]研究了完全立方网络在 PMC 模型

和 MM*模型下的 h−额外条件诊断度。 
t/s−诊断策略（即系统最多可以识别出 t 个故障

顶点，其中至多 s 个无故障顶点被误诊为故障顶点）

是一种十分高效的系统级诊断策略。Somani 等[10]

基于 t/s−诊断策略提出了 t/s−诊断度，并研究了超

立方网络和星形网络在 PMC 模型下的 t/s−诊断度；

Fan 等[11]研究了双射连接网络的 t/s−诊断度；Yang
等[12]提出了立方网络的(4m−h)/3-诊断算法；Zhou
等[13]给出了星形网络的 t/s−诊断度；Lin 等[14]讨论

了符合某些条件的正则网络的 t/s−诊断度，并提出

了一种 t/s−诊断算法；Liang 等[15]研究了关于超立

方网络在 PMC 和 MM*模型下的 t/s−诊断度和 t/s−
诊断算法。此外，Xie 等[16]提出了关于超立方类网

络的时间复杂度较低的 t/s−诊断算法；Li 等[17]研究

了数据中心网络 DCell 在 PMC 和 MM*模型下的

t/s−诊断度。然而，大多数网络在 MM*模型下的 t/s−
诊断度和 t/s−诊断算法尚未得到研究。 

Malluhi 等[18]提出了一种新的互连拓扑，称为

分层超立方网络，其拓扑结构适用于大规模并行系

统，且通信效率较高。目前，关于分层超立方网络

可靠性问题的研究较少，严重制约了分层超立方网

络的应用和推广，基于此，本文对 n维分层超立方

（HHCn , n-dimension hierarchical hypercube）网络

（后文简称HHCn ）在 PMC 模型和 MM*模型下的

h−额外条件诊断度和 t/s−诊断度展开研究，设计了

相应的 t/s−诊断算法，并分析其时间复杂度。 

2  准备工作 

2.1  术语与符号 
对于以下未定义的图论和网络术语，可以参考

文献[19]。网络可以拓扑为图 ( ,  )G G V E= ，其中每

个顶点 u V∈ 表示一个处理器，每条边 ( , )u v E∈ 表

示处理器 u 和 v 之间的连接。在图G 中，顶点 v 的

邻集 ( )GN v 表示在图G 中与 v 相邻的任意顶点 u 的

集合，即 { | ( , )) }(G u VN u v Ev = ∈ ∈ 。类似地，子集

S V⊆ 的邻集 ( )GN S 表示与 S 中的某些顶点相邻但

是不包含 S 本身的顶点的集合。由 S 导出的G 的子

图 用 [ ]G S 表 示 ， 其 顶 点 集 为 S ， 边 集 为

{( , ) | ( , ) , , }u v u v E u v S∈ ∈ 。根据邻域和子集邻集的

定义可知， [ ] ( )G GN S N S S= ∪ 。当G 在上下文中语

义明确时，为方便起见，将省略下标G 。顶点u 在

G 中的度定义为 ( ) | ( ) |Gd u N u= 。集合 M 和 N 的对

称差集表示为 

 
( \ ) ( \ )

{ | , }
M N M N N M
x x M N x M N
Δ = =
∈ ∉

∪
∪ ∩

  

对于任意子集 ( )F V G⊂ ，符号G F− 表示从图

G 中删除 F 中所有顶点，并删除至少有一个末端顶

点在 F 中的边所得到的图。G F− 的每个极大连通

子图称为图G 的一个连通分支，如果G F− 是不连

通的，则称 F 为点割集。 1 2G G≅ 表示 1G 与 2G 同构。

mc( )G 表示图G 的最大连通分支的顶点数目。 n
表示{1,2,3, , }n" 。图 G 的 h−额外连通度是指使

G F− 不连通，并且剩余的每个连通分支的顶点数

目不小于 h+1 的集合 F 的最小基数，用 ( )h Gκ 表示。

D 表示 PMC 模型或 MM*模型， ( , )ht G D� 表示图 G

在 PMC 模型或 MM*模型下的 h−额外条件诊断度。

在本文中，“图”“网络”“系统”含义相同。 
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2.2  PMC 模型和 MM*模型 
在 PMC 模型中，对于系统 ( ,  )G G V E= 中任意

2 个相邻顶点 u 和 v ，当且仅当 u 测试 v 时，

( , )u v E∈ 。 ( ,  )G V E 中 的 测 试 结 果 集 用 函 数

: {0,1}Eσ → 表示，σ 称为系统症候。用u 测试 v 的

结果表示为 ( , )u vσ 。当 u 无故障时，如果 v 也无故

障，则 ( , ) 0u vσ = ；否则， ( , ) 1u vσ = 。如果 u 有故

障，则 ( , )u vσ 的值是不可靠的。 
在 MM*模型中，系统 ( ,  )G G V E= 的比较方案

可以刻画为一个多重图 ( ,  )M V L ，其中V 和 L 分别

为G 的顶点集和边集。若 2 个顶点u 和 v 都与顶点

w 相邻，则 u 与 v 可以通过 w 进行比较，即

( , )wu v L∈ 。 ( , )wu vσ 表示顶点 w 对 2 个顶点u 和 v

执行比较的结果。符号σ 称为系统症候，定义为图

G 中所有比较结果的集合。当 w无故障时，如果u
和 v 都 没 有 故 障 ， 则 ( , ) =0wu vσ ； 否 则 ， 

( , ) 1wu vσ = 。如果 w 有故障，则 ( , )wu vσ 的值可能

为 1 或 0。在 MM*模型中，如果 ( , )u w , ( , )v w E∈ ，

则 ( , )wu v L∈ 。 
引理 1[20]  对于系统 ( , )G V E= 中的任意 2 个

不同故障子集 1F 和 2F ，当且仅当存在一个顶点

1 2( )u V F F∈ − ∪ 和一个顶点 1 2v F F∈ Δ 使 ( , )u v E∈
时， 1F 和 2F 在 PMC 模型下才是可区分的。 

引理 2[3]  对于系统 ( , )G V E= 中的任意 2 个不

同的故障子集 1F 和 2F ，当且仅当满足以下条件之一

时， 1F 和 2F 在 MM*模型下才是可区分的。  
1) 有 2 个顶点 1 2, ( )u w V F F∈ − ∪ ，并且有一个

顶点 1 2v F F∈ Δ 使 ( , )u w E∈ 和 ( , )v w E∈ 。 
2) 有 2 个顶点 1 2,u v F F∈ − ，并且有一个顶点

1 2( )w V F F∈ − ∪ 使 ( , )u w E∈ 和 ( , )v w E∈ 。 
3) 有 2 个顶点 2 1,u v F F∈ − ，并且有一个顶点

1 2( )w V F F∈ − ∪ 使 ( , )u w E∈ 和 ( , )v w E∈ 。 
2.3  分层超立方网络 

Malluhi 等[18]提出了分层超立方网络，它将 n维
带环立方网络[21]中的环用超立方网络替代。下面介

绍分层超立方网络的定义和性质。 
定义 1[18]  n 维分层超立方网络 HHCn 用图来

定义，其中顶点集为 1 2{( , ) | ,n n mX Y X a a a Y− −= ="  

1 2 0}m ma a a− − " ， {0,1}ia ∈ ，0 1i n −≤ ≤ ， 2mn m= +
且 1m≥ 。HHCn 的顶点连接规则如下。 

1) ( , )lA B 对于所有 0 1l m −≤ ≤ 。 
2) dec( ),( )m B BA + ，其中 dec( )B 是 B 的十进制值。 
HHCn 是由 2n 个顶点组成的 ( 1)m + −正则二部

图，每个顶点的度数为 1m + ，其中 2mn m= + 。

HHCn 由
22

m

簇组成，每个簇与m 维超立方网络 mQ

同构。每个簇用 iC 表示， 2<2 >
m

i∈ 。 2mQ 结构与

HHCn 结构如图 1 所示（其中， 2m = ， 6n = ）。 

图 1  22Q 结构与 6HHC 结构 
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引理 3[22]  当 5m≥ ， 2mn m= + ，且0 h m≤ ≤ 1−
时 ， 记 (HHC )nS V⊂ 且 | | ( 1)( 1)S m h+ + −≤  

( 3) 1
2

h h +
− 。如果 HHCn S− 是不连通的，则

HHCn S− 中有一个较大的连通分支，其中至少包含

2 | |n S h− − 个顶点。 

引理 4[22-23]  当 5m≥ ， 2mn m= + ，且1 h≤ ≤  
1m − 时， HHCn 的 h−额外连通度为 (HHC )h nκ =  

( 3)( 1)( 1)
2

h hm h +
+ + − 。 

引理 5[23]  对于任意顶点 , (HHC )nu v V∈ ， n =  
2m m+ ， 2m≥ ，有 | ( ) ( ) | 2N u N v∩ ≤ 。 

引理 6[24]  对于任意集合 ( )mA V Q⊆ ，| |A h= +  

1，有
( 1)| ( ) | ( 1) 2

2mQ
h hN A h m h+

+ − −≥ ( 4m≥ )。 

引理 7  当 4m ≥ ， 2mn m= + ，且 0 h≤ ≤  
1m − 时，如果 (HHC )nX V⊆ 且 | | 1X h= + ，那么

HHC
( 1)| ( ) | ( 1) 1

2n

h hN X h m +
+ − +≥ 。 

证明   用数学归纳法证明。当 | 1|X = 时，

HHC ) | 1| (
n

N X m= + 成立；假设当 | |X h≤ 时引理成

立，则当 | 1|X h= + 时，可以分为以下 2 种情况。 

情况 1  X 中的顶点均分布在一个簇 iC 中。 
为不失一般性，令 iX C⊂ ，其中 i mC Q≅ 。由

引理6可知，
( 1)| ( ) | ( 1) 2

2mQ
h hN X h m h−

+ − −≥ 。 由

于 ( )HHCnV 中的任意顶点都只有一个除本簇以外

的邻接顶点，因此 

 
HHC

( 1)| ( ) | ( 1) 2
2

( 1)( 1) ( 1) 1
2

n

h hN X h m h

h hh h m

−
+ − − +

+
+ = + − +

≥

  
(1)

 

情况 2  X 中的顶点至少分布在 2 个不同的簇

中，如图 2 所示。 

 
图 2  引理 7 情况 2 示意  

令 0 iX X C= ∩ 且 0X a= ， 1 ( \nX X HHC= ∩  
)iC 且 1 1X h a= + − ，其中1 a h≤ ≤ 。同时，令

22 \ { }
m

J i= 。通过归纳假设可得 

 
0

( 1)( 2)| ( ) |
2

( 1)2( 1)= 1
2

iC
a aN X am

a aa am

− −
− −

+
− − +

≥

 
(2)

 

因此，有 
 1 HHC 1 1| ( ) | | ( ) | | ( ) |

n iJC CN X N X N X= − ≥  

 
[ ]

( )( 1 )( 1 )
2

1

1

h a

h

h ah a m

a

− + −⎡ ⎤+ −⎢ ⎥⎣ ⎦
−

+

−

−

+

 (3)
 

结合式(2)和式(3)可得 

 

[ ]

( )

( )

HHC 0 1| ( ) | | ( ) | | ( ) |

( 1)
2

( )( 1 )1

1 1 +

1

( 1) ( )( 3)1
2 2

2

n i JC CN X N X N X

a aam a

h a h ah

h

h h

a m

a a a ah m

−

+
−

− + −

+ − + −

⎡ ⎤++ − − =⎢ ⎥⎣ ⎦
+ − − +

+ − −

≥ ≥

 (4)

 

此外，有 

 

( )

HHC
( 1) 1

2
( 1)( 1) 1

2

( )(

| ( ) | ( 1) 1

( 1)

1)

( )( 3)1
2

0
2

n
N X h m

a a h a h ah

h h

h hh m

ah

m

a

⎡ ⎤− + − + −⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤
⎢ ⎥

+
+

+
+ − +

=

−

⎣ ⎦
+

−

− − +
+ − −

≥

≥  (5)

 

综上所述， HHC
( 1)| ( ) | ( 1) 1

2n

h hN X h m +
+ − +≥ 。

证毕。 
同时，根据函数的性质可得引理 8。 
引理 8  当 5m≥ ，1 1h m −≤ ≤ 时， ( )hψ =  

( 1)( 1) 1
2

h hh m +
+ − + 严格单调递增。当 5m≥ ，

1 h≤ ≤ 1m − 时，有 max ( ) ( 1) ( 1)m m mψ ψ ψ= − > + >  
( )hψ 。 

3  分层超立方网络的 h−额外条件诊断度 

本节将对分层超立方网络在 2 个不同的模型下

的 h−额外条件诊断度进行研究。 
定义 2[4]  在图 ( ,  )G G V E= 中，当G F− 是不
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连通的且 G F− 的每个分支至少含有 1h − 个顶点

时，称故障集 F 为 h−额外故障集。 
定义 3[4]  对于图 ( ,  )G G V E= 中任意一对不同的

h−额外故障子集 1F , 2F V⊂ 满足 1| |F t≤ 和 2| |F t≤ ，且

1F , 2F 是可区分的，则称图G 是 h−额外条件 t−可诊断

的，使图G 是 h−额外条件 t−可诊断的 t 的最大值，称

为图G 的h−额外条件诊断度，记作 ( )ht G� 。 
引理 9[25]   令 ( , )G V E= 表示一个连通图，当

1h≥ 时，如果 ( )| >2(| )hV G hκ + ，则 ,PM( )Cht G� ≥  
( )h G hκ + 。 

引理 10  当 5m≥ ， 2mn m= + ，且1 1h m −≤ ≤

时，
( 1)(HHC ) ( 1)( 1),

2h nt D h hh m +
+ + −� ≤ ，如图 3

所示。 

 
图 3  引理 10 示意 

证明  记 P 是 HHCn 中一个簇 1C 的一个顶点

子集，其中 1,[ ]HHCn hP K≅ ， 1 ( )F N P= 且 2F =  

1F P∪ 。设 ( )1( ) HHCnS N P C= −∩ ，通过引理 5 和

HHCn 的性质可得 

 

1
| | = | ( ) | + | |

( 1)( ) ( 1) ( 1)
2

( 1

( )

=

(
2

1 ) +) 1

CN P N P S

h hm

m

h h

hh

h m

h

=

−

+ −

− + − − + +

+  (6)

 

则 1
( 1)| | ( 1) 1

2
h hF h m +

= + − + ， 2| | ( 1)( 1)F h m= + + −  

( 1) +1
2

h h +
，且 2| (HHC ) | | | 1nV F h− +≥ 。因此， 1F

和 2F 是2个不同的h−额外故障子集，且 1| | ( 1)F h + ⋅≤  
( 1)( 1) +1

2
h hm +

+ − ， 2
( 1)| | ( 1)( 1)

2
h hF h m +

+ + −≤ +1。

显然 1 2P F F= Δ ，所以 1 2F FΔ 和 2(HHC )nV F− 之间不存

在任何边的连接。由引理1和引理2可得，在PMC模型

和 MM*模型下， 1F 和 2F 始终是不可区分的。根

据定义 3 可知HHCn 不是
( 1)( 1)( 1) +1

2
h hh m +⎡ ⎤+ + −⎢ ⎥⎣ ⎦

− 

额外可诊断的。因此，引理 10 成立。证毕。 
引理 11  当 5m≥ ， 2mn m= + ，且1 1h m −≤ ≤

时，
( 1)(HHC ) ( 1)( 1)

2
,PMCh n

h hht m +
+ + −� ≥ 。 

证明  当 5m≥ ， 2mn m= + ，且1 1h m −≤ ≤

时，有 
( 3)| (HHC ) | 2 ( 1)( 1)

2
( 1)2 2 ( 1)( 1) 0

2

n

n

h hV h m h

h hh m

+⎡ ⎤− + + − + =⎢ ⎥⎣ ⎦
+⎡ ⎤− + + − >⎢ ⎥⎣ ⎦

  (7)
 

因此，根据引理 4 和引理 9 可知引理 11 成立。

证毕。 
根据引理 10 和引理 11，可以得出定理 1。 
定理 1  当 5m≥ ， 2mn m= + ，且1 1h m −≤ ≤

时，
( 1)(HHC ) ( 1)(,PMC 1)

2h n
h hh mt +

= + + −� 。 

下面确定 (HHC , *)MMh nt� 的下限。 

引理 12  当 5m≥ ， 2mn m= + ，且
11

4
mh −

≤ ≤

时，
( 1)(HHC ) ( 1)( 1)

2
,MM*h n

h hht m +
+ + −� ≥ ，如

图 4 所示。 

 
图 4  引理 12 示意 

证明   假设 (HHC ),MM* ( 1)( 1)h n h mt + + −� ≤  
( 1) 1

2
h h +

− ，那么在此情况下，存在 2 个不同的 h−

额外故障子集 1F 和 2F ，使 1| | ( 1)( 1)F h m+ + −≤  
( 1)

2
h h +

且 2
( 1)| | ( 1)( 1)

2
h hF h m +

+ + −≤ ，并且 1( ,F  

2 )F 是不可区分的。令 1 2(HHC )nnJ V F F= − ∪ ，进

而得 

 
1 2 || (HHC ) | |

( 1)2 2 ( 1)( 1) 0
2

nn

n

V F F
h hh m

−

+⎡ ⎤− + + − >⎢ ⎥⎣ ⎦

∪ ≥

 (8)
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这意味着 J ≠ ∅。 
声明 1  J 不包含孤立的顶点。  
假设 ( )I ≠ ∅ 是 J 中的一组孤立顶点集。显然，

对于任意 i I∈ 有 12nI −≤ ， 1 2( )N i F F⊆ ∪ 。此外，

1 2| \ | 1F F ≥ ， 2 1| \ | 1F F ≥ 。否则，如果 2 1\F F = ∅  
（或者 1 2\F F = ∅），则 1 2F F⊆ 。也就是说 2( )N i F⊆ ，

则 i 是 2HHCn F− 中的一个孤立顶点，这与 1h≥ 的

条件相矛盾。另一方面，如果在 1 2\F F 中存在 2 个

顶点 u 和 v 使 ( , )u i , ( , )v i E∈ ，则 1 2( , )F F 是可区分

的，这与假设相矛盾。如果不存在顶点 1 2\u F F∈ 使

( , )u i E∈ ，则 2HHCn F− 中的 i 是一个孤立顶点，这

与 1h≥ 的条件相矛盾。因此， 1 2( ) ( \ )N i F F∩  1= 。

同样地， 2 1( ) ( \ ) 1N i F F =∩ 。因此，有 

1 2

1 2 2 1

| ( ) ( ) |
| ( ) | | ( ) ( \ ) | | ( ) ( \ ) |
| ( ) | 2 1

N i F F
N i N i F F N i F F
N i m

=
− − =
− = −

∩ ∩
∩ ∩

 (9)
 

所以， 1 2 1 2| | | ( ) ( ) | 1F F N i F F m= −∩ ∩∩ ≥ 。 

令 \A J I= ，接下来证明 A ≠ ∅。利用反证法，

假设 A =∅，可得 

 1 2 1 2

1

2 | (HHC ) |
| | | | | | | |

( 1)2 ( 1)( 1) ( 1) 2
2

n
n

n

V
F F F F I

h hh m m −

= =

+ − +

+⎡ ⎤+ + − − − +⎢ ⎥⎣ ⎦

∩ ≤

 (10)

 

即 1 ( 1)2 2 ( 1)( 1) ( 1)
2

n h hh m m− +⎡ ⎤+ + − − −⎢ ⎥⎣ ⎦
≤ 。 

然而，当
1

4
mh −

≤ ， 12 2 ( 1)( 1)n h m− ⎡> + + −⎢⎣
 

( 1) ( 1)
2

h h m+ ⎤ − −⎥⎦
时，与假设相矛盾。因此，A ≠ ∅。

由于 1 2( , )F F 是不可区分的，因此 A与 1 2F FΔ 之间不

存在边的连接。同时，由于 I 是孤立顶点集，因此 I
与 A之间也不存在边的连接（如图 4 所示）。因此，

1 2F F∩ 是 h−额外点割集，即 1 2| | ( 1)F F m +∩ ≥  
( 3)( 1)

2
h hh +

+ − 。由 1
( 1)| | ( 1)( 1)

2
h hF h m +

+ + −≤ 和

2
( 1)| | ( 1)( 1)

2
h hF h m +

+ + −≤ 可知， 1 2| \ |F F h≤ ，

2| F 1\ |F h≤ 。 

下面证明
1| |

2
mI −

≤ 。 

当 5m = 时，每对顶点在HHCn 中最多具有 2 个

公共的相邻顶点，因此，
1| | 2

2
mI −

=≤ 。 

当 6m≥ 时 ， 假 设 | |
2
mI ≥ ， 令 I I′ ⊆ 且

| |
2
mI ′ = 。根据引理 7 和引理 8，并结合 1 2| \ |F F h≤

和 2| \F 1 |F h≤ 可得 

1 21 2

HHC 1 2 2 1 HHC

| | | ( ) |

| ( ) | | \ | | \ | | ( ) | 2
n n

F FF F N I

N I F F F F N I h

=

′ ′− − −
∩∩ ≥

≥ ≥
 

2 1
2 21 2 1 2

2 2 2

m m
m mh hψ

⎛ ⎞−⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠− − − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

≥  (11) 

然而当 6m≥ 且
11

4
mh −

≤ ≤ 时，有
2

2
m

−  

1 ( 1)2 2 1 2 ( 1)( 1) 1
2 2

m m
h hh h m

⎛ ⎞−⎜ ⎟ +⎝ ⎠ + − > + + − − ，这与

假设相矛盾。因此，
1| |

2
mI −

≤ 。 

令 1 2( )V F F I′ = Δ ∪ ，由
1| |

2
mI −

≤ ， 1 2| \ |F F ≤  

h和 2 1| \ |F F h≤ 可得 

1 2 2 1| | 1 | \ | | \ | | | 1
1 2( 1) 12 1 1 2

2 4 2

V F F F F I
m m mh m

′ − = + + −
− − −

+ − + − = −

≤

≤  (12)
 

另一方面，由 1F 和 2F 都是 h−额外点割集，A和

V ′之间不存在边的连接，且 1 2| | | \ | 1I F F h+ +≥ ，

2 1| | | \ | 1I F F h+ +≥ 可知， 1 2 2| | 1 | \ | | \V F F F′ − = +  

1 | | | 1 1F I h+ − +≥ 。 
显然， 1 2( ) ( )N V F F′ ⊆ ∩ 。因此，有 

1 2| | | ( ) | (| | 1) ( 1)
( 1)( 2)( 2) 1

2

F F N V V h
h hh m

ψ ψ′ ′ − + =
+ +

+ − +

∩ ≥ ≥ ≥

 (13)
 

由
11

4
mh −

≤ ≤ 可得 

 

1 2
( 1)| | ( 1)( 1)

2
( 1)( 2) 1

2
( 1)( 1)( 1) 0

2

h hF F m h

h hh m

h hh m

+⎡ ⎤− + + −⎢ ⎥⎣ ⎦
+⎡ ⎤+ − + −⎢ ⎥⎣ ⎦

+⎡ ⎤+ + − >⎢ ⎥⎣ ⎦

∩ ≥

 (14)

 

即 1 2 1
( 1)| | ( 1)( 1) | |

2
h hF F h m F+

> + + −∩ ≥ ，这是矛
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盾的。声明 1 得证。 
根据声明 1， J 不包含孤立的顶点。对于任何

一个顶点 u J∈ ，至少存在一个顶点 v J∈ 使

( , ) (HHC )nu v E∈ 。因为 1 2( , )F F 是不可区分的，所

以 J 和 1 2F FΔ 之间不存在边的连接。因此，HHCn −  

1 2( )F F∩ 是不连通的。由于 1 2HHC ( )n F F− ∩ 的每个

连通分支都具有至少 1h + 个顶点，因此 1 2F F∩ 是

h−额外点割集。由引理 4 可得， 1 2| |F F∩ ≥  

( 1)h m+
( 3) 1

2
h h +

− + 。 

同时，由 2HHCn F− 的每个连通分支都具有至

少 h 个顶点，且 J 和 1 2F FΔ 之间不存在边的连接可

知， 1 2| \ | 1F F h +≥ ，因此，有 

 

1 2 1 2 1 2

1

| \ | | | | \ |
( 1)( 1) 1 ( 1)

2
( 1)( 1)( 1) 1 | | 1

2

F F F F F F
h hh m h

h hm h F

= +
+

+ − + + + =

+
+ + − + +

∩ ≥

≥   (15)

 

这是矛盾的，证毕。 
根据引理 10 和引理 12，可以得出定理 2。 

定理 2  当 5m≥ ， 2mn m= + ，且
11

4
mh −

≤ ≤

时，
( 1)(HHC ) ( 1)(,MM* 1)

2h n
h hh mt +

= + + −� 。 

4  分层超立方网络的 t/s−诊断度 

本节将研究HHCn 在PMC模型下以及MM* 模

型下的 t/s−诊断度（ 5m≥ ， 2mn m= + ， 1≤  
1s m−≤ ）。此外，还将设计相应的 t/s−诊断算法。 

定义 4[10]  给定一个系统G ，当系统中的故障

顶点数目不超过 t 时，若对于任意症候σ ，系统可

以将所有故障顶点都分离在一个故障集合 F ′中，且

F ′包含至多 s个无故障顶点，即 | |F F s′ +≤ ，则称

这个系统是 t/s−可诊断的。满足系统是 t/s−可诊断

的最大的 t 值称为 t/s−诊断度。 
定义 5[12]  给定系统 ( , )G V E= 和在G 中由故

障集产生的症候σ 。若 0 ( )T G 是G 的 0−测试子图，

则需满足 0 ( )T G 是G 的一个子图，同时 0( ( ))V T G V⊆ 且

0( ( )) {( , ) , ( , ) ( , ) 0}E T G u v E u v v uσ σ= ∈ = = 。 

引理 13[12]  在 PMC 模型下给定一个系统

( , )G V E= 以及在G 中由故障集产生的症候σ ，有

如下结论。  
1) 令 ,u v 是 G 中的 2 个相邻顶点。如果

( , ) ( , ) 0u v v uσ σ= = ，则要么顶点u 和 v 均无故障，

要么顶点u 和 v 均存在故障。  
2) 令C 为 0 ( )T G 的分支，则C 中的所有顶点要

么都是故障的，要么都是无故障的。 
定义 6[17]  给定系统 ( , )G V E= 及在G 中由故

障集产生的症候σ 。令 x V⊆ ，顶点 x的 0−比较子

集表示为 0 ( ) { | , ( , ) 0}cC x c V a V x aσ= ∈ ∃ ∈ = 。G 的

0−比较子图记为 ( )T G′ ，表示为G 的一个子图，其中，

( ( ))V T G V′ ⊆ 且 0( ( )) {( , ) | ( ),E T G x c E c C x x′ = ∈ ∈ ∈ 

0 ( )}C c ，如图 5 所示。 

 
图 5  G 的 0−比较子图 ( )T G′ 的说明 

引理 14[17]  给定一个至多包含 t 个故障顶点的

系统 ( , )G V E= ，以及在G 中基于 MM*模型由故障

集产生的症候σ ，有如下结论。 
1) 如果对于任意 2 个顶点 ,x y V∈ 且 ( , )x y E∈

使 0 ( )y C x∈ 和 0 ( )x C y∈ ，则 x 和 y 具有相同的状态

（即同为故障或无故障）。 
2) 对于连通分支 ( )R T G′⊆ ，R 中的所有顶点

要么都是故障的，要么都是无故障的。  
3) 如果 ( )T G′ 的连通分支R 满足| ( ) | 1V R t +≥ ，

则 R 中的所有顶点都是无故障的。 
引理 15  当 5m≥ ， 2mn m= + 且1 1s m −≤ ≤

时，记 F 为HHCn 的一个故障集，且C 为 0 (HHC )nT
或 (HHC )nT ′ 的最大连通分支。如果 | | ( 1)(F s m+≤  

( 3)1) 1
2

s s +
+ − − ，那么C 中所有的顶点都是无故障

的，同时 | ( ) | | (HHC ) | | |nV C V F s− −≥ 。 
证明  记C′为HHCn F− 中最大的连通分支。

显然，C′也是 0 (HHC )nT 或者 (HHC )nT ′ 中的一个连

通分支。根据引理 3，HHCn F− 中存在一个最大的

连通分支至少包含 | (HHC ) | | |nV F s− − 个顶点，则

| ( ) | mc(HHC ) | ( ) | | |n nV C F V HHC F s′ = − − −≥ 。记边

集 {( , ) (HHC ) | , (HHCn nE u v E u F v′ = ∈ ∈ ∈ )}F− 。因

为边集E′不属于 0( (HHC ))nE T 或 ( (HHC ))nE T ′ ，所以

C′是 0 (HHC )nT 或 (HHC )nT ′ 中唯一的最大连通分支，
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且 | ( ) |V C′ = 0mc( (HHC )) mc( (HHC ))n nT T ′= 。也就是

说，C 是HHCn F− 的唯一最大连通分支C′ 。因为

| (HHC =) |nV ( 3)2 2 ( 1)( 1) 1
2

n s ss m s+⎡ ⎤> + + − − +⎢ ⎥⎣ ⎦
，

所以，有 
| ( )| mc(HHC )
| (HHC ) | | |

( 3)| (HHC ) | ( 1)( 1) 1
2

( 3)2 ( 1)( 1) 1
2

( 3)( 1)( 1) 1
2

( 3)( 1)( 1) 1 | |
2

n

n

n

V C F
V F s

s sV s m s

s ss m s

s ss m s

s ss m F

= −

− −

+⎡ ⎤− + + − − − >⎢ ⎥⎣ ⎦
+⎡ ⎤+ + − − + −⎢ ⎥⎣ ⎦

+⎡ ⎤+ + − − − =⎢ ⎥⎣ ⎦
+

+ + − −

≥

≥

≥  (16)

 

根据引理13中结论2)和引理14中结论2)可知，

C 中的所有顶点均为无故障，因此引理 15 成立。

证毕。 
定理 3  当 5m≥ ， 2mn m= + ，且1 1s m −≤ ≤

时，HHCn 在 PMC 和 MM*模型下是 ( 1)( 1)s m⎡ + + −⎢⎣
 

( 3) /
2

s s s+ ⎤
⎥⎦

−可诊断的。 

证明  设 F 是HHCn 的故障集，F ′是所有故障

顶点和可疑顶点的集合， C 为 0 (HHC )nT 或

(HHC )nT ′ 的最大连通分支。通过考虑 F 的大小进

行证明。 

情况 1  ( 3)| | ( 1)( 1) 1
2

s sF s m +
+ + − −≤ 。 

根据引理 15 可得 

 ( )
| | 2 | ( ) |

2 2 | | | |

n

n n

F V C

F s F s

′ −

− − − = +

≤ ≤

  (17)
 

F ′中最多包含 s个无故障顶点。因此，在此情

况下，定理 3 成立。 

情况 2  ( 3)| | ( 1)( 1)
2

s sF s m +
= + + − 。  

记 M 为所有可疑顶点的集合且 M F ′⊆ ，

( )N M F⊆ 。当 | |M s≤ 时，最坏的情况是 M 中的

所有可疑顶点均无故障。此时，F ′中恰好有 s个无

故障顶点。因此，F ′中最多有 s个无故障顶点，定

理 3 成 立 。 当 | | 1M s +≥ 时 ， 仅 需 证 明

| ( ) | ( 1)N M s +≥  ( 3)( 1)
2

s sm +
+ − 。采用反证法，

假设 | ( ) |N M ≤  ( 3)( 1)( 1) 1
2

s ss m +
+ + − − ，根据引

理 3，HHCn − ( )N M 不连通且包含一个由小连通分

支构成的集合W 且 | |W s≤ 。然而，这与M W⊆ 且

| | | | +1W M s≥ ≥ 相矛盾。因此， ( )N M F= 且

M F =∅∩ 。显然，M 中的每个顶点都是无故障的，

因此没有顶点被误诊。从而定理 3 成立。证毕。 
下面给出HHCn 在 PMC模型下的 t/s−诊断算法

/ -DIH AG-PMCHCnt s − ，如算法 1 所示。 
算法 1  / -DIH AG-PMCHCnt s −  
输入 HHCn 故障集 F 产生的症候σ ，以及故

障顶点数目的上限
( 3)| | ( 1)( 1)

2
s sF t s m +

= + + −≤ ，

其中 5m≥ ， 2mn m= + ，且1 1s m −≤ ≤  

输出  故障顶点集 F ′和无故障顶点集Y ，其中

(HHC )nF Y V′ =∪  
1) 初始化 F ′ = ∅，Y =∅， (HHC )nU V= ，其

中，∅表示空集。 
2) 检查 HHCn 中所有的测试结果。↔表示 2

个顶点u 和 v 在 PMC 模型下相互测试。删除测试结

果是1 0↔ 、 0 1↔ 、1 1↔ 的边，并将 0 0↔ 的边

添加到 E′中。令 0 (HHC )nT 为 E′的导出子图。 

3) 获得无故障顶点的集合C 。通过广度优先搜

索在 0 (HHC )nT 中获得最大连通分支C ，并将C 中

的所有顶点添加到Y 中。令U U Y= − 。 
4) 对于前面步骤中每个未诊断的顶点 v ，如果

它的相邻顶点u C∈ 且 ( , ) 1u vσ = ，则将 v 添加到 F ′

中。令U U F ′= − 。 

5) 如果
( 3)| | ( 1)( 1)

2
s sF s m +′ = + + − ，则将所有

U 中的顶点添加到Y 中；否则，将U 中的所有可疑

顶点添加到 F ′中。 
6) 返回故障顶点集 F ′和无故障顶点集Y 。 
7) 结束。 
定理 4  当 5m≥ ， 2mn m= + ，且1 1s m −≤ ≤

时，令 σ 是 HHCn 中故障集 F 产生的症候且

( 3)| | ( 1)( 1)
2

s sF t s m +
= + + −≤ ，令集合 F ′是执行

算法 / -DIH AG-PMCHCnt s − 得到的故障集，那么 F ′
中最多包含 s个无故障顶点，即 | | | |F F s′ +≤ 。 

证明  根据 | |F 的大小，考虑以下几种情况。 

情况 1  ( 3)| |= ( 1)( 1)
2

s sF s m +
+ + − 。 
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根据定理 3 中情况 2 可知，如果可疑顶点的数

目超过 1s + 个，则所有的可疑顶点都是无故障的。

如果可疑顶点的数目少于 s个，那么定理 4 显然

成立。 

情况 2  ( 3)| | ( 1)( 1) 1
2

s sF s m +
+ + − −≤ 。  

由引理 3 可知，HHCn F− 中存在一个最大连

通分支C 且 ( ) (HHC ) | |nV C V F s− −≥ ，那么 HHCn

中除去最大连通分支C 外剩余的小连通分支至多

包含 s个顶点。根据 / -DIH AG-PMCHCnt s − 算法，

当 0| ( ) | mc( (HHC )) (HHC ) | |n nV C T V F s= − −≥ 时，

C 中的所有顶点被诊断为无故障。在 H/ H -Cnt s −  
DIAG-PMC算法中，如果 | |F t′ = ，则 U 中所有顶

点被诊断为无故障；如果 | |F t′ ≠ ，则将所有未诊断

（可疑）顶点分离到 F ′中。因此， (HHC )nF V′ = −  

Y ，其中Y 被诊断为无故障的顶点的集合。则有 

 
| | (HHC )

(HHC ) ( )

(2 | | |2 ) |

n

n

n

n

F V Y
V V C

F s F s

′ = −

−

− − − = +

≤

≤  
 (18)

 

这意味着 F ′最多包含 s个无故障顶点。因此，

定理 4 成立。证毕。 
定理 5  当 5m≥ ， =2mn m+ ，且1 1s m −≤ ≤

时，算法 / -DIH AG-PMCHCnt s − 的时间复杂度为

( log )O N N ，其中 | (HHC ) |nN V= 。 
证明   算法 / -DIH AG-PMCHCnt s − 主要时间

成本在于获取 0 (HHC )nT 的最大连通分支C ，广度优

先 搜 索 算 法 最 多 运 行 ( ( 1))O N m + 次 。 因 为
1log(2 ) 1 log( )m m N+ = + ≤ ，所以获取 0 (HHC )nT 的最

大连通分支C 的时间复杂度为 ( log )O N N 。其他每

步的时间复杂度至多为 ( )O N 。因此，算法

/ -DIH AG-PMCHCnt s − 的时间复杂度为 ( log )O N N 。

证毕。 
本文提出了一种在 MM*模型下通过深度优先

搜索（DFS, depth first search）定位HHCn 的无故障

连通分支的算法 DFS-MM*，如算法 2 所示。然后

基于 DFS-MM* 算法，提出了一个针对HHCn 的 t/s−
诊断算法 / -DI- AHH G M *C - Mnt s ，其中，T 表示无

故障的顶点集合，F ′表示通过此算法被诊断为故障

顶点的集合， H 表示为未诊断(可疑)的顶点集合。 
算法 2  DFS-MM* 
输入  HHCn 中由故障集 F 产生的症候σ ，顶

点集 R 和顶点 HHCnx∈  

输出  S   
1) { }S x← ， { }B x←  

2) while B ≠ ∅  do 
3) 选择一个顶点 p B∈  
4) { }B B p← − ， [ ] ( )G RN N p S← −  

5) while N ≠ ∅ do  
6)  选择一个顶点 q N∈ 使 ( , ) pl qσ = 0 ，

[ ] ( ) { }G Rl N p q∈ −  
7)  { }N N q← −  
8)     if ( 存在一个顶点 [ ] ( )G Rr N q∈ 使

( , ) 0qp rσ = )  

9)       { { }S S q← ∪ ， { }B B q← ∪ ；} 

         end if 
    end while 
   end while 
10) 返回 S  
11) 结束 
算法 3  / -DIH AG-MM*HCnt s −  
输入  HHCn 中由故障集 F 产生的症候σ  

输出  T ， F ′   
1) T ←∅，F ′ ←∅，H ←∅，R ← (HHC )nV  
2) while 存在一个顶点w R∈ 使 =( , )wu vσ 0 ，其

中 [ ], ( )G Ru v N w∈ ， do  
3) 对于任意顶点 x R∈ ，使 ( , ) 0xy zσ = ，其中

[ ], ( )G Ry z N x∈  

4) S DFS-MM*←  
5) if ( | |S t≤ ) { H H S← ∪ ；} 

6)    else{ 
7)    T T S← ∪ ， [ ] ( )G RN N S S← −  

8)    while N ≠ ∅  do 
9)   对于任意顶点 u N∈ ， ,v r T∈ 使

( , )u r ∈ ( [ ])E G R 且 ( , ) ( [ ])v r E G R∈  
10)      { }N N u← −  
11)       if ( ( , ) 1ru vσ = ) { { }F F u′ ′← ∪ ；} 
12)        else { { }T T u← ∪ ， 
13)              [ ]( ( ) )G RN N N u T← −∪ ；} 

          end if   
      end while 
    end if 
14) ( )R R T F H′← − ∪ ∪  

    end while 
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15) H H R← ∪  
16)  if ( | |F t′ = or | | 1H s +≥ ) {T T H← ∪ ；} 

17)  else { F F H′ ′← ∪ ；} 
    end if  
18) 返回T ， F ′  
19) 结束 
定理 6  当 5m≥ ， 2mn m= + ，且1 1s m −≤ ≤

时，令 σ 是 HHCn 中故障集 F 产生的症候且

( 3)| | ( 1)( 1)
2

s sF t s m +
= + + −≤ ，令集合 F ′是执行

算法 / -DIH AG-MM*HCnt s − 得到的故障集，那么 F ′
中最多包含 s个无故障顶点，即 | | | |F F s′ +≤ 。 

证明  根据 | |F 的大小，考虑以下几种情况。 

情况 1  ( 3)| | ( 1)( 1)
2

s sF s m +
= + + − 。 

由定理 3 中情况 2 可知，若可疑顶点的数目超

过 1s + ，则所有可疑顶点都是无故障的。相反，如

果可疑顶点的数目小于 s，那么定理 6 显然成立。 

情况 2  ( 3)| | ( 1)( 1) 1
2

s sF s m +
+ + − −≤ 。 

由引理 3 可知，HHCn F− 中存在一个唯一的

最大连通分支 K 且 ( ) (HHC ) | |nV K V F s− −≥ ，那么

HHCn 中除去最大连通分支 K 外剩余的小连通分支

至多包含 s个顶点。根据 / -DIH AG-MM*HCnt s − 算

法，当 | ( ) | (HHC ) | | 1nV K V F s t− − > +≥ 时， K 中

的所有顶点被诊断为无故障。在 H/ H -Cnt s −  
DIAG-MM*算法中，如果 | |F t′ = ，则 H 中的所有

顶点被诊断为无故障，没有顶点被误诊；如果

| |F t′ ≠ ，则将所有未诊断（可疑）顶点分离到 F ′中。

因此， (HHC )nF V T′ = − ，其中T 被诊断为无故障

的顶点的集合。则有  

 
| | (HHC )

(HHC ) ( )

(2 | | |2 ) |

n

n

n

n

F V T
V V K

F s F s

′ = −

−

− − − = +

≤

≤   
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这意味着 F ′最多包含 s个无故障顶点。因此，

定理 6 成立。证毕。 
定理 7  当 5m≥ ， 2mn m= + ，且1 1s m −≤ ≤

时， / -DIH AG-MM*HCnt s − 算法的时间复杂度为

( log )O N N ，其中 | (HHC ) |nN V= 。 
证明  在算法 / -DIH AG-MM*HCnt s − 中，如果

初始顶点 x 在 HHCn F− 的最大连通分支中，则

DFS-MM*将得到一个满足| | | (HHC ) | | |nS V F s− − >≥  

1t + 的顶点集 S ，这一步的时间复杂度至多为

( ( 1))O N m + 。在最坏的情况下，即初始顶点 x 总
是在故障集 F 或 HHCn F− 的小连通分支集合

中 ， DFS-MM* 的 时 间 复 杂 度 至 多 为  
( 3)( 1)( 1)

2
s sO s m s+⎛ ⎞+ + − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
。因此，目前时间复

杂度至多为
( 3)( 1)+( 1)( 1)

2
s sO N m s m s+⎛ ⎞+ + + − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
。

算法 HHC - DIAG- M*/ Mnt s − 中的其他步骤的时间复

杂度至多为 ( )O N 。因此， / -DIH AG-MM*HCnt s − 的

总时间复杂度为 ( ( 1))O N m + 。又因为 1log(2 )m+ =  
1m + ≤ log( )N ，所以算法 / -DIH AG-MM*HCnt s −

的时间复杂度为 ( log )O N N 。证毕。 

5  比较结果 

在系统级诊断中，如果系统可以检测出不超

过 t 个故障处理器，则称该系统为 t−可诊断的。

在 t−诊断系统中可以实现的 t 的最大值称为诊断

度，即传统诊断度[1]。根据 t−可诊断的定义可知，

分层超立方网络的传统诊断度为 1m + 。本节对本

文研究的分层超立方网络的 h−额外条件诊断度、

t/s−诊断度与传统诊断度进行比较分析，结果如

图 6 所示。 

 
图 6  HHCn 在 3 种诊断策略下的故障诊断度（ 2mn m= + ） 

由图 6 可知，当 5m≥ 时，分层超立方网络的

h−额外条件诊断度、t/s−诊断度均大于传统诊断度，

且分层超立方网络的 h−额外条件诊断度是传统诊

断度的 1h + 倍，t/s−诊断度是传统诊断度约 1s + 倍。

因此，与传统诊断度相比，h−额外条件诊断度和 t/s−
诊断度提高了网络的诊断度，能更好地评估分层超

立方网络的可靠性。 
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刘西蒙（1988− ），男，陕西西安人，博

士，福州大学研究员，主要研究方向为隐
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6  结束语 

本文的研究成果有利于进一步评估分层超立

方网络的可靠性，为分层超立方网络的应用和推广

奠定了的理论基础。在接下来的工作中，可以考虑

使用 t/s−诊断算法监控分层超立方网络中的故障服

务器。此外，郭晨等[26]研究了交换交叉网络在 PMC
模型下的(t,k)−诊断度，熊茜等[27]研究了交换超立方

网络在 PMC 模型下的(t,k)−诊断度，受其启发，分

层超立方网络在 PMC 模型和 MM*模型下的(t,k)−
故障诊断问题将是下一个研究内容。 
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